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Il PeriodU/l) di Matet»4lWke COJl.tillua là pubblioazionep6l' le 
ROUO!e medie ohe, iniziata 'in RòII!a da Davide :EWsBO :'nel 1886, 

. .~ curata fino al. 1891) ·daA.urelio :r,.ugli, già dal 8~ndo anno 
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···!Lazzeri,. fra il.1897 'o il 1911l)f:nrinno.vato· da F. ÈJnuQUES Ilèl 
, .1921 O daLuic1irettofiiioalì946.' .:,; , 

. }lPeriodi60pub~lloa ilO~ratutto articoli' riguàrdlUlli le m,a. 
tematiche elem:entarij';'t~e in ;senso lato, ed altri. tendenti ad. 
Ilna' più. vaRta co~prenBi?ne ~eIl.o ~pirito mateJftàtioò. EBsO 0011'. 

,,'o 

·tiene inoltre ielàzionidel movmientll 'lJ!.àtenia~l~o atJ:anierll, l,lote 
di Ijiblipgrafia e, ditrattatialioa,vari~tà,(problemi,giiIoohi,para· 

.dO/llli; ete.) nonchè notizie di. 'cq;ràttere' profeBl!ioQ.alti. 

, \' 
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L. CONTE - H..,l/8taf e l'inVetisione' di' dlt6 medie pro~.itJnali, 

A. Tos; • S""ra' _ tema d{COfICOf'B. por i Lice. '
 

M..DBlDÒ-,U....' cltJa8iel> ~{UJie <161 4" ...(1.,.. od oleQl;l..U Q""U0n4 ad
 
. eSsa c<illegah (continuad.ne) ': '
 

l, " 

(l.F. 'HA"".... ,. U.. teo...""s' .... 1ria_1i eqMi14tor'
 

, , AbbO.......llu.. a.nuo': Italia L. '00 ~ - Estlll'~ L,'1200-.
". . . '.' (' -' , ., ... ,-', . 
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Ii~,~ìll.at" eeimplete 19#', ~5, 26, !<l'i, 26, 29, 30,31;32, 3!l, 34; 
8li,,36, 38,39, ((l, 4,1,~, ~,", 4o'i, 48,4011; 00,51 e 62 deWattuale 

~eried~ 'P'ERH>DICO' DI MATEMATICHE ' 
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. L.l~ plli," l'118tl\ro.· . . . 
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Un teorema SUl triangoli equilateri 

Hecentemente varii Autori si sono ocenpati del seguente 
Teorema di Geometria elementare: 

«Dato un triangolo equilatero E ed un punto P del suo 
«piano è possibile costruire un seconùo triangolo avente per 
«lal,i le distanze di P dai vertici di E» ('I. 

Dì questo Teorema presentiamo qui una dimostrazione (che 
si riduce ad una verifica analitical più che altro per mostrare 
qua,]e notevole semplicità possano raggiungere i calcoli ed i 
ragionamenti relativi ad una determinata questione quando si 
tenga cunto delle simmetrie che i dati della questione .tessa 
presentano ('). 

Non crediamo inutile questa esposizione anrhe se le indagini 
fatte non ci permettono di escludere con sicurezza che qual
COSa, di Bimile non si tro·vi già nella imponente letteratura che 
riguarda le proprietà, del triangolo. Non ci pare infatti che 
valga la pena di ap]Jrofondire nna indagine bibliografica, di una 
utilità molto discutibile. che appare di improb",bile Successo. 

Siano dunque al. a~ a"3 le misnre dei tre lati di un triangolo 
in una unità arbitraria e pertanto tre numeri (ovviamente reali 
ed) essenzialmente positivi. Facciamo anzitutto la seguente 

(lI D. POMPE'iU) Une identité entre notnb1'es complexes et. un théo'rème 
de geometrie tJlémenta-lre • «13ull. Ma1b Phys. Beole pol;rtechn.• , Bucarest, 
6. 6·7 (1936). 

S. V. PAVLOVIC', Sur une démo'Ustration géométn'que d'un the01"ème de 
M. D. Pompei:u, '* Elemente der }fath.•. 8, 13-15 (1953), 

J. P. SVDLER, Autore demostration duo theorème de Pompeiu, ibiLl., 15-16 
(1953). 

f') C. F. MANARA, Vedu.te sulla Geomet-J'ia del Triangolo, «Periodico 
di l\fatematiche ~, Serie IV, voi 23 (194:2). 



2 Un tcorema sui trian[loli equilate'-i 

OSSERVAZIONE I - Condizione necessaria e su[ficiente af· 
finché esbta un triangolo reale i cui lati abbian le misure 
(positive) .a, a, a, è che sia positivo il prodotto 

II = (a, + a, - a,l(a, + a, - a,Ha, + a, - a,) 

Che la condizione sia necessaria segue dalle note relazioni che 
legano i lati di un triangolo. Che sia sufficiente si dimostra 
facendo vederfl che non può essere II positivo avendo due dpi 
suoi fattori negativi; infaUi Be fosse per es. 

al + a, < {J3 

a,~ + a g < ai 

si avrebbe, sommando membro a membro 

2a, < O 

contro 1'ipotesi ehe i numeri ai a2 a,s siano tutti positivi. 
Ora è noto che il prodotto II sopra consitlerato tlifferisce 

soltanto per un fattore positivo dal quadrato dell'area del trio 
angolo i cui lati hanno per misure a, a, a,. Infatti. detta S la 
misura delParea del triangolo, ,",ussiste la relazione, detta di 
ERONE: 

S' = 1~ (n, -+- n, -+- n·,jla, -+- n, - a,Ha, + n, - a,)la, -+- n, - a,) = 

l 
= 16 (a, -+- a, + a,)lI 

Possiamo quindi enunciare la 

OSSERVAZIONE II - Condizione necessaria e sufficien te af· 

-:' finchè esista un triangolo reale i cui lati abbiano per misure 
a, a, a, è che sia S' > O. 

Si noti ora che la S' può essere espressa nella forma 

s, _ l ( , '+ ". ") . 1 ( '+' 'l'- 4, a i u'2 a2a'3 .,,- a,?,a( - 16 ai al + a s 

Segue pertanto di qui la validità della 

OSSERVAZIONE III - Il quadrato S' dell'area del triangolo 
i cui lati hanno le misure ai al! a

3 
è funzione simmet,rica dei 

quadrati dei numeri al a 2 U g e quindi funzione razionale dei 
coefficienti della equazione le cni radici sono a~ ai a'i. 



Un teorema sui trllmgoli equilateri	 3 

Siano ora A.
l 

Al! A~ i vertici di un triangolo equilatero e sia 
O il suo centro; per semplicità scegliamo l'un-ità di misura 
dei segmenti in modo che si abbia 

OA, = OA, = OA, = 1 

Sia P un punto qualnnque del piano; diciamo p la misura 

del segmento OP; chiamiamo a, gli angoli P O Ai (i = 1, 2, 3) 
ed ai le misure dei segmenti PAi • 

A '_·	 Per un noto Teorema (detto 
di CaRKDT) si ha 

I •• _...•.•.•...•.•..•. I	 (2) a; = p' + 1 - 2p • cos ai 

/-:::L ~'1P Ora essendo equilatero il trio 
r:"ct~ / angolo A, A, A, si ha 

,// 
:)';2 = ai + 27t/3; 

A'J	 
CGa = iX 2 + 27t/3 

per cui COS iX i C08 CG2 COS a:> sono radici della equazione (di trio 
sezione dell'angolo) 

13)	 4 cos' ai - 3 cos ai + k = O 

dove k è una opportuna costante il cni valore preciso non ci 
interessa qui. Dunque la equazione algebrica di terzo grado 
{(x) = O le cui radici sono i quadrati dei numeri a. a, a, si . 
ottiene eliminando cos ai tra la (2) e la (3) e ponendo poi 
~:= a/o Eseguendo i calcoli si ottiene la equazione 

{(x) = x 3 
- 3(p' + l)x' + 31 (p' + l)' - p' I x

- (p' + l)' + 3p'(p' + 1) - 2kp' = O 

E di qui in forza della Osservazione III e per le note relazioni 
che legano le radici di una equazione ai suoi coefficienti 

168' = 12 : (p' + 1)' - p' I - 91p' + 1)' . 3p' - 6p' + 3 

Ora si vede immediatamente che quest' nltimo polinomio in 
p' è positivo per qualunqne valore reale di p e quindi, per 
la Osservazione II. si ha il Teorema. 
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